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Resumen

Los modelos autorregresivos vectoriales (VAR) han demostrado ser eficientes para capturar las
relaciones dindmicas de las series de tiempo multivariadas. Los modelos de volatilidad estocéstica
multivariada (MSV) muestran ser Utiles para modelar la varianza cuando cambia en el tiempo. Por
lo anterior, en este articulo se propone la integracion de un modelo VAR con un modelo MSV
(VAR-MSV). La eleccion del VAR-MSV mas adecuado se lleva a cabo por medio del Criterio de
Informacion de Desviacion (DIC). Se hizo una aplicacion a dos variables macroecondémicas clave
para los Estados Unidos. Se agregd el indice del mercado de valores SP500 y se interpretaron los
resultados. Para estimar los pardmetros se usan métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov
(MCMC). Los resultados indican que el modelo VAR-MSV captura las relaciones dindmicas, asi
como la varianza cambiando en el tiempo de manera eficaz.

Palabras clave: Volatilidad Estocastica, VAR-MSV, Muestreador multi-move.

Abstract

Vector autoregressive (VAR) models have proven to be efficient in capturing the dynamic
relationships of multivariate time series. Multivariate stochastic volatility (MSV) models have
shown to be useful for modeling the variance as it changes over time. Therefore, this article
proposes the integration of a VAR model with an MSV model (VAR-MSV). The choice of the
most suitable VAR-MSV s carried out by means of the Deviance Information Criterion (DIC).
An application was made to two key macroeconomic variables for the United States. It added the
SP500 stock market index and interpreted the results. To estimate the parameters, Monte Carlo
methods via Markov Chains (MCMC) are used. The results indicate that the VAR-MSV model
captures dynamic relationships as well as variance changing over time effectively.

Key words: Stochastic Volatility, VAR-MSV, Multi-Move Sampler.
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En una serie de articulos, el macroeconomista Christopher Sims, Sims C. A., 1972a; Sims
C. A, 1972b; Sims C. A., 1980a; Sims C. A., 1980b propuso el uso de los modelos autorregresivos
vectoriales (VAR), para modelar la dindmica y las relaciones causales entre un conjunto de
variables macroecondémicas. Desde entonces, los modelos VAR han demostrado ser especialmente
atiles en series temporales macroecondmicas para describir el comportamiento dinamico, realizar
pronosticos, hacer inferencia estructural y analisis de politicas. Su configuracion es tal que los
valores actuales de un conjunto de variables se explican en parte por los valores pasados de las
variables involucradas, esto se debe a que a menudo el valor de una variable no solo esta
relacionado con sus predecesores en el tiempo, sino que, ademas depende de valores pasados de
otras variables.

Sin embargo, los modelos VAR mantienen la suposicion bastante fuerte de que la matriz
de covarianza es constante en el tiempo. Hay muchas razones para pensar que tal suposicion puede
ser demasiada restrictiva en muchas aplicaciones macroeconomicas. Por ejemplo, en la década de
1980 (periodo conocido como la Gran Moderacién) muchas economias industrializadas de Estados
Unidos (US) experimentaron una reduccion de la variabilidad de muchas variables
macroecondmicas (ver, por ejemplo, Cogley & Sargent, 2005; Primiceri, 2005; Benati, 2008).
Ademas, algunos estudios han demostrado que tras la Gran Moderacion la variabilidad aumento
durante 2007-2009 (periodo conocido como la Gran Recesion). (ver, por ejemplo, Clark, 2011;
Clark & Ravazzolo, 2015). Esta variabilidad en las variables macroecondémicas es conocida como
volatilidad.

La baja volatilidad en el periodo de la Gran Moderacion es pensada en diversas hipotesis
presentadas en la literatura, perteneciendo a dos categorias amplias. El primer punto de vista, a
menudo referido como la hipdtesis de "la buena suerte”, sugiere que la mayor estabilidad
macroecondmica comprendida en el periodo de la Gran Moderacion es en gran medida al resultado
de choques més pequefios que inciden en la economia, y que los cambios estructurales han jugado,
como mucho, un papel secundario. El segundo punto de vista atribuye la reduccion de la volatilidad
agregada a cambios en la estructura de la economia y en la forma en que se ha llevado a cabo la
politica. La alta volatilidad en el periodo de la Gran Recesion se atribuye a choques procedentes
de los mercados financieros.

Por lo anterior, modelar la variacién temporal aparentemente significativa de la volatilidad
macroecondmica es importante para la precision de una variedad de tipos de inferencia. Se han
realizado muchos esfuerzos para crear modelos que toman en cuenta la variacion temporal de la
volatilidad. Uhlig, 1997 fue el primero en introducir la volatilidad estocastica multivariada (MSV)
sin restricciones en el contexto de los modelos VAR, escogiendo la distribucion beta multivariante
para explotar una conjugacion entre esa distribucion y la distribucion Wishart. La literatura de los
modelos autorregresivos vectoriales con volatilidad estocéstica multivariada es extensa (ver, por
ejemplo, Cogley & Sargent, 2005; Cogley & Sargent, 2005; Primiceri, 2005; Benati, 2008; Gali &
Gambetti, 2009; Triantafyllopoulos, 2011; Jore et al., 2010; Clark, 2011; D'Agostino et al., 2013;
Clark & Ravazzolo, 2015; Chiu et al., 2017; Mumtaz, 2018; Mumtaz, 2020; Ding et al., 2021).

En objetivo de este articulo es proponer un modelo VAR integrado con un modelo MSV
en el que los choques de las variables enddgenas en el tiempo t estan correlacionados con los
choques de la volatilidad en el tiempo t + 1. Ademas, se propone una metodologia para estimar
los parametros usando métodos de Monte Carlo via Cadenas de Markov (MCMC). Finalmente, se
aplica el modelo para analizar las relaciones dindmicas y evolucion de la volatilidad de series
temporales macroecondmicas clave para los Estados Unidos: Produccion Industrial y Tasa de
Desempleo. Agregamos el indice del mercado de valores SP500 debido a la reciente evidencia
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sobre la relevancia de las variables financieras con el fin de mejorar las estimaciones de los
pardmetros y su influencia en las variables macroeconémicas (ver, por ejemplo, Stock &
W.Watson, 2003 y Chiu et al., 2017).

A lo largo de este articulo se presenta el marco conceptual donde exponemos una revision
bibliografica de algunos modelos VAR con diferentes configuraciones en la matriz de covarianza.
Luego se presenta la metodologia donde presentamos el modelo propuesto VAR-MSV, método de
estimacion de los parametros de interés, seleccion del mejor orden VAR-MSV, ademas,
mostramos un ejemplo con datos simulados con el fin de mostrar la eficiencia y precision del
método propuesto y una aplicacion a dos variables macroecondmicas y una financiera. Después
presentamos la discusion de resultados donde comentamos los resultados del ejemplo con datos
simulados y la aplicacion a dos variables macroeconémicas y una financiera. Por ultimo,
exponemos las conclusiones donde presentamos los resultados de mayor importancia.

Marco Teorico

Como se menciono en la seccidn previa, los modelos VAR son Utiles para poder capturar
las relaciones dinamicas de un conjunto de variables macroeconémicas. Sin embargo, la
suposicion de matriz de covarianza constante en el tiempo es un problema debido a que en las
variables macroeconoémicas presentan periodos en los que hay mucha variabilidad lo que resulta
en estimaciones de parametros con poca precision. Es por esa razon que muchos investigadores
han realizado un gran esfuerzo para capturar la variabilidad de las variables macroeconémicas
integrando los modelos VAR con modelos MSV. Con el fin de poder entender mas la importancia
de los modelos VAR-MSV en este apartado presentamos una revision bibliografica de diferentes
modelos autorregresivos vectoriales con diferentes configuraciones en su matriz de covarianza y
algunas de sus aplicaciones y de esta manera poder tener una compresion mas amplia del tema.

Comenzamos con el modelo de Uhlig, 1997 que introduce la volatilidad estocastica
multivariada sin restricciones en el contexto de los modelos autorregresivos vectoriales. El modelo
que propuso es de la siguiente manera

Y, =A¢Vi+ BV + -+ Ayer + Ri e, t=1,..,n,

1 1
Hiiq :szZth; t=0,..,n—-1, (1)
donde
v+c+kp 1
&~ N(O'Ip)' Xy~ PBp (T , E)'

Las variables Y;,t =1—k,...,n de dimension p x 1 son datos observables. V; de
dimension ¢ x 1 denota regresores deterministas como una constante y una tendencia de tiempo.
La matriz de coeficientes B, es de dimension p X c. Las matrices de coeficientes B;, i = 1, ..., k
son de dimension p Xp. v>p—1y 1> 0 son parametros. &, t =1,...,n son errores de
dimension p x 1. X, t = 1,...,n son de dimension p X p distribuidos independientemente. R;
denota la descomposicion de Cholesky triangular superior de H:., Yy Bm(a,b) denota la
distribucion beta multivariada. Uhlig, 1997 escogio la distribucion beta multivariante para explotar
una conjugacion entre esa distribucion y la distribucion Wishart para que la integracion sobre el
choque no observado en la matriz de precision se puede realizar de forma cerrada, lo que lleva a
una generalizacion de las formulas estandar de filtro de Kalman.

Cogley, 2005 para estimar la tendencia de crecimiento en la “nueva economia” desarrollo
una estrategia de filtrado bayesiano. La especulacion sobre el crecimiento es importante para una
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variedad de decisiones de politica publica. Ademas, las estimaciones de crecimiento tendencial
también son importantes para la politica monetaria. En un modelo homocedastico la tendencia de
crecimiento es constante en el tiempo. Supone que la tendencia de crecimiento varia con el tiempo.
Define el crecimiento tendencial de la siguiente manera
T = SAq - At)_lﬂt (2)
Cogley, 2005 calcula A, py, t = 1, ...,y S,q, usando un modelo autorregresivo vectorial
bayesiano con parametros variando en el tiempo que es dado por
Y, = X{B: + &, g ~ N(0,Zp), (3)
donde X; incluye constantes mas rezagos de Y;, B; es un vector de pardmetros VAR
variando en el tiempo.
Al aplicar las variables de manera correcta expresa (3) en forma complementaria como
zy = pe + Arze g Uy, (4)
donde z; consiste en valores actuales y regazos de Y;, u, contiene las intersecciones en f3;
y A, contiene los parametros autorregresivos en el tiempo t. S,, es un vector fila que selecciona
el crecimiento del producto interno bruto (PIB) real de z,. 8, evoluciona como una caminata
aleatoria con barrera reflectante de la siguiente manera
Bt = Bt—1 + W, W, ~ N(0, Q). (5)
Para modelar X, adopta una version multivariada del modelo de volatilidad estocéstica de
Jacquier, Polson, & Rossi, 2004 donde
2, = B7'H.B™Y,

_ hlt O )
He = (0 Ry’ (6)

_ (1 0
B= (b 1)’
h;, i =1,2,.. son volatilidades estocasticas univariadas e independientes que

evolucionan como caminata aleatoria geométricas sin deriva.
log(h;) = log(hit—1) + oimye, nie ~ N (0,1), (7)
donde 7;, son independientes entre si y de los otros choques del modelo, E(¢, W) =
0, Vst ¢&= Zt_l/zet. También se asume que ambos W; y &; son independientes entre 7;.

Cogley & Sargent, 2005 presentan densidades posteriores para varios objetos que son
pertinentes para disefiar y evaluar politica monetaria. Para este fin usan un modelo autorregresivo
vectorial con parametros variando en el tiempo y volatilidad estocéstica como en (3), (5)-(7) con
sus respectivas restricciones. Las variables que usan en este modelo son inflacién, desempleo y
tasa de interés.

Primiceri, 2005 estim6 un modelo autorregresivo vectorial estructural con parametros
variando en el tiempo con el fin de investigar las causas potenciales del pobre desempefio
econdmico de los Estados Unidos en los afios 70 y principios de los 80 y, en qué medida la politica
monetaria desempefio un papel importante en esos episodios de alto desempleo e inflacion. Usa
los pardmetros variando en el tiempo para medir los cambios de politica y los cambios implicitos
en el comportamiento del sector privado. Las ecuaciones mdultiples del modelo las usa para
comprender como los cambios en la politica han afectado al resto de la economia. A diferencia del
modelo de Cogley, 2005 y Cogley & Sargent, 2005 el modelo propuesto permite que las
correlaciones simultaneas entre las variables varien en el tiempo.
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Benati, 2008 usa un modelo autorregresivo vectorial estructural bayesiano de parametros
variables en el tiempo con volatilidad estocastica como el de Primiceri, 2005 para investigar la
contribucion de la politica monetaria a los cambios en el crecimiento de la produccion y la
dindmica de la inflacion en los Estados Unidos.

Gali & Gambetti, 2009 usa un modelo autorregresivo vectorial estructural con parametros
variando en el tiempo y volatilidad estocastica como el de Primiceri, 2005 con el fin de
proporcionar evidencia sobre algunos de los cambios experimentados por la economia de Estados
Unidos durante el periodo posterior a la Segunda Guerra Mundial y alrededor del momento del
quiebre de la volatilidad asociado con la Gran moderacion.

Chiu et al., 2017 propone un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocastica y
errores t de Student para investigar el ajuste dentro de la muestra y el rendimiento de pronostico
fuera de la muestra. Calcula la verosimilitud marginal con un filtro de particulas y compara el
ajuste dentro de la muestra y el rendimiento de prondstico fuera de la muestra con otros tres
modelos, a saber, un modelo autorregresivo vectorial gaussiano, un modelo autorregresivo
vectorial con error t de Student y un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocastica.
Las variables que usan son: Crecimiento de produccidon industrial, tasa de inflacion, tasa de interés
a corto plazo y el indice SP500 de Estados Unidos. EI modelo que proponen es de la siguiente
manera

Vo= VAAY, ++AY  +5 %, &~ N(OL),
X, = B 'H,(B YT,
2 2
H, = diag (ﬁ, ...,&) ®
Al,t /1p,t
InCh;) = ln(hi,t—l) + Nit, nie ~ N (0,0y),

donde Y; son vectores observados de dimension p X 1, V es un vector interseccion de
dimensionp X 1, 4;, i = 1, ..., k son matrices de coeficientes de dimensién p X p. B es una matriz
triangular inferior. Chiu et al., 2017 comentan que en su modelo propuesto la volatilidad
estocastica pretende capturar la posible heteroscedasticidad de los shocks y las posibles no
linealidades en las relaciones no dinamicas de las variables del modelo, que estan relacionadas con
los cambios de baja frecuencia en la volatilidad. La introduccion de la t-student en la estructura
del shock pretende capturar cambios de alta frecuencia en la volatilidad que a menudo son de
magnitudes extremas, por lo que potencialmente brindan un tratamiento de valores atipicos y
eventos extremos.

Ding et al., 2021 extienden el modelo autorregresivo vectorial con parametros variando en
el tiempo y volatilidad estocastica de Primiceri, 2005 introduciendo volatilidades estocasticas
variables en el tiempo basadas en los shocks de Omori et al., 2007 y Nakajima, 2011. Los choques
son modelados de la siguiente manera

Ber1= Be+ W,
Ay = At €))
heyr = he + 1.

Ding et al., 2021 comentan que su modelo tiene la ventaja de que refleja tanto la respuesta
impulso en cada punto en el tiempo como las relaciones variables en el tiempo no lineales
simultaneas entre las variables durante todo el periodo de la muestra. Usan su modelo para estudiar
los impactos de las incertidumbres financieras y geopoliticas en los mercados de productos basicos
en un marco variable en el tiempo.
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Metodologia

En esta seccion presentamos la metodologia de la investigacion. En la primera parte
proponemos un modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocastica multivariada en el que
los choques de las variables enddgenas en el tiempo t estan correlacionados con los choques de la
volatilidad en el tiempo t + 1. Ademas, presentamos una breve interpretacion de los pardmetros el
modelo. Luego se presenta el método que se usa en esta investigacion para estimar los parametros.
Después presentamos un ejemplo con datos simulados con el modelo propuesto con el fin de
demostrar la eficiencia del método de estimacion del modelo propuesto. Por ultimo, presentamos
un ejemplo con datos reales.

El enfoque de la investigacion es cuantitativo debido a que este tipo de enfoque permite
recoger y analizar datos. Los datos son recolectados de fuentes oficiales y posteriormente se
obtuvieron resultados aplicando el modelo que se propone. Este modelo nos permite medir las
relaciones dinamicas de las variables, asi como la evolucién de la volatilidad a través del tiempo.

El alcance de la investigacion es considerado causal. Dicho enfoque permitird determinar
las relaciones dinamicas que existen entre las variables, asi como la evolucion de la volatilidad a
través del tiempo. La investigacion causal en este articulo se puede comprender en tres partes: En
primer lugar, conocer el efecto que pueden producir las observaciones pasadas de las variables
involucradas en las observaciones actuales. En segundo lugar, medir la influencia en la que una
variable puede afectar a otra. Por Gltimo, determinar si una variable puede afectar el futuro de otra
a corto plazo.

El disefio empleado para esta investigacion fue no experimental de tipo longitudinal,
debido a que se centra en el estudio de series de tiempo historicas para determinar las relaciones
dinamicas y la evolucion de la volatilidad entre el periodo de enero de 1948 y diciembre del 2019.
En este tipo de estudio no se crean muestras de estudio ya que las variables ya existen.

Modelo Autorregresivo Vectorial con Volatilidad Estocastica Multivariada

En esta parte proponemos el modelo autorregresivo vectorial con volatilidad estocéstica
multivariada. La volatilidad modelada es la propuesta por Ishihara & Omori, 2012. La volatilidad
estocastica pretende capturar la posible heteroscedasticidad de los choques y las posibles no
linealidades en las relaciones simultaneas entre las variables del modelo (ver Primiceri, 2005). El
modelo es de la siguiente manera

yt = v+ Al}’t—l + -+ Akyt—k + l/tl/zgt, t = 1, e, n,

at+1 = (D(Xt + nt, t = 1, e, = 1,
oy ~ Np(ol 20)!

V; = diag (exp(alt), ...,exp(apt)),

¢ = diag ((]51, . ¢p),
&t Zss 281’]
~ N(0,%), XY= )
(m) .2 (2778 217?7)
vec (o) = (Lp—® @ ®) ™ vec(Z,),
donde a; = h; —u es de dimension p x 1. h, es el correspondiente vector de log
volatilidad y  es el vector de media. La ecuacion vec (£) = (1> — ® ® @) vec (Z,,,) asegura

(10)
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la estacionariedad de a;,, = ®a; + n;. El vector v es un término de intercepcion de dimension
p X 1 mientras que 4;,i = 1, ..., k son matrices de coeficientes de dimension p X p. El operador
vec convierte una matriz A = [ay, ..., a, |, a; es de dimension p x 1, i = 1,...,p, en un vector

(a{,...,a,T,)T de dimension p? x 1. El operador ® es el producto kronecker. I, es la matriz
identidad de orden p.

La matriz X, captura la posible correlacién entre los choques de las variables endégenas.
Se disefio de esta manera para capturar las posibles relaciones lineales entre ellas. De igual manera,
la matriz X, captura la posible correlacion entre los choques de la volatilidad. La matriz X,

captura la posible correlacion entre los choques de las variables enddgenas en el tiempo t con los
choques de la volatilidad en el tiempo t + 1. En finanzas a este efecto se le conoce como efecto
de apalancamiento cruzado. En macroeconomia normalmente se supone que los choques de la
volatilidad son independientes de los choques de las variables enddgenas. Sin embargo, reciente
evidencia muestra que muchos choques econdmicos pueden afectar tanto el nivel como la varianza
condicional (ver, por ejemplo, Mumtaz, 2018). Las matrices de coeficientes estan disefiadas para
capturar la dependencia lineal de las observaciones pasadas en las observaciones actuales.

Los elementos de ¢;,i = 1,...,p, de la matriz @ miden la persistencia de los choques de
la volatilidad y en el modelo propuesto —1 < ¢; < 1. La persistencia de los choques a la
volatilidad es el efecto del choque actual sobre el pronéstico de la volatilidad y eventualmente

desaparece. La vida media de un choque viene dada por —;Z;li_)l, que, en series de tiempo
l

mensuales, es el nimero de meses transcurridos para que el impacto del choque se reduzca a la
mitad. Cuando ¢; es cercano a unoy a;; ,,,, €s cercano a cero, la evolucion de la volatilidad de una

serie de tiempo es muy suave. Un mes en el que a; = 0 puede ser visto como un mes normal y su
volatilidad es igual a exp (%) = exp(0) = 1.
Para encontrar la funcion verosimilitud del modelo de las ecuaciones (10) se hace una leve

modificacion a la funcion verosimilitud de Ishihara & Omori, 2012 reescribiéndolo de la siguiente
manera

ve = (Y @ 1,)B + Ve, (11)
donde Y, = [1, ¥4, ...,y 17 es de dimension (kp + 1) X 1y, B = vec (v, A4y, ..., Ay) €S
de dimension (kp? + p) x 1.
Luego se define 6 = (¢,2,8), ¢ = (¢4, ...,(,bp)T, a=(al, ... aD)T, Y" = (yg, .., o),
Y = (Yogs1 - ¥0) Y 1p = [1,...,1]7, y se obtiene

n—-1
f(al Y”|9, Yk) = f(ynlan' Yn-1s = Yn—k» 9) 1_[ f(yt'at+1|at'yt—1' o Ve—ko 0) f(‘
n = n-1 (12)
—1215-(5 )15 (-1/2 L ore1 1 T p—-1
< |Zo] 1217V 2| 2| exp Z 4, _EUHZO a, _EZ(aiHl - da;) 2 (a;
t=1 t=1

donde
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b= comst—51ar —5(ve = (07 @) + ) 5 (ve— (07 © 1) + ).

2 2
1/2

ue = Y / my,
2= th/ZStth/Z; (13)
m. = {Zanzgnl(aHl - da,), t<mn,

t 0, t=n,
G = {288 ~ZenZon Zey, t <M,

t Yee, t=n.

Meétodo de Estimacion

Para estimar los parametros se usa la inferencia bayesiana calculando las distribuciones a
posteriori por medio del algoritmo MCMC de seis blogues que es dado por

Inicializar a, ¢, 2 y 5.

Generar a|¢, X, B8, Y", Yk,

Generar ¢|2, 8, a, Y™, Yk,

Generar X|B,a, ¢, Y™, Yk,

Generar Sla, ¢, 2, Y™, Yk,

Ira 2.

Generacionde a, p y X

Para generar a se aplica el método multi-move de Ishihara & Omori, 2012 sustituyendo y,
por y; =y, — (YF ® I,)B. Ishihara & Omori, 2012 dividen a = (a], ..., al)” en K + 1 bloques
usando el algoritmo de Shephard & Pitt, 1997. Encuentran la distribucion completa de densidad
conjunta condicional de las perturbaciones del i-ésimo bloque y usan expansion de Taylor de
segundo orden alrededor de la moda y la aproximan a una densidad normal que se usa para el
algoritmo de Aceptacién-Rechazo (AR).

Debido a que la dimension de la matriz de covarianza crece cuando el tamafio de los
bloques crece convierten la densidad normal aproximada en un modelo de espacios de estados
auxiliar. Aplican el suavizador de perturbaciones de Koopman, 1993 repetidas veces al modelo de
espacios de estado auxiliar para encontrar la moda y obtienen un modelo de espacios de estado
gaussiano lineal aproximado. Por altimo, aplican un algoritmo de Metropolis-Hastings de
Aceptacion-Rechazo (AR-MH) en el que se utiliza un simulador de perturbaciones (Jong &
Shephard, 1995; Durbing & Koopman, 2002) al modelo de espacios de estado gaussiano lineal
aproximado para generar un candidato.

En el caso de X' y ¢ se sustituye y, por y; = y; — (YtT X Ip)/§’ y se aplican los algoritmos
MH de Ishihara & Omori, 2012 encontrando sus respectivas funciones de densidad de probabilidad
posterior condicional. Para mas detalles sobre el algoritmo de multi-move y los algoritmos MH de
2y ¢ (ver Ishihara & Omori, 2012).

Generacion de 8
La distribucién priori f(B) de B es la de Litterman (ver Doan et al., 1984 y Litterman,
1986) que corresponde a una distribucion normal multivariante con media priori pg y matriz de

covarianza priori Xs. La priori de Litterman en este articulo configura ug = 0y Xz # 0. Esto
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significa que se cree que la dependencia interporal de las variables es débil. La matriz de
covarianza priori X es configurada como una matriz diagonal de la siguiente manera

r(z‘f o
T s1 1=,

(/Te_az)z . .
k Ss1 1 #F],
Lo

donde Zp,;, €9 la varianza priori de A;; del rezago I, A es la desviacion estandar priori de

los coeficientes Agpq, £ = 1,2,...,p, 0 < 8 < 1y, 0;* es el elemento de la i-ésima diagonal de
X.¢. La funcién de densidad de probabilidad posterior de 8 es dada por

fBla, g, 2 YY) o fa, Y9, Z,B,Y5) f(B)
1 * T *1 *
X exp {_E(ﬁ - #/3) 2p (ﬁ —l«lﬁ)}.

2pij1 = (14)

(15)
donde

Z(Yt ®1,) I (W ®1,)+ g Z(Yt ® 1) Z7 (e — 1o |-
t=1 t=1

Se usa el algoritmo de muestreador de Gibbs para generar una muestra de 8* ~ N(,u}}, ZE)
ug es configurada igual a cero.

-1

2 = ;Mg =g

Seleccién del Orden VAR-MSV

Para escoger el mejor modelo Ishihara & Omori, 2012 para cada modelo estimado, calculan
el Criterio de Informacion de Desviacion (DIC) de Spiegelhalter et al., 2002. La medida DIC es
definido por

donde
P, =Eayr[D(0)] —D(Egyn[6]),  D(6) = —2logf (Y"6). (17)

Para calcular Eg;yn[D(6)] se puede aproximar mediante —¥%_, D (8%™), 6™ son
remuestreados a partir de la distribucion posterior. El error estandar del estimador es obtenido
estimando repetidamente Eg,y»[D(6)]. D(E9|yn0) esigual a D(@) evaluado en la media posterior.
Ishihara & Omori, 2012 configuraron M = 100, I = 10000 y repitieron 10 veces Eg|yn[D(6)]
para obtener el error estandar. Utilizan el filtro de particulas auxiliar propuesto por Shephard &
K.Pitt, 1999 para calcular la funcion verosimilitud ordinaria dado los parametros logf (Y"|8) (Para
una comprension detallada del filtro de particulas ver Ishihara & Omori, 2012).

Para escoger el mejor orden VAR-MSV se aplican los siguientes pasos:

1. Suponiendo que se sabe que el orden VAR-MSV no puede exceder un entero K; se
procede a estimar los modelos VAR-MSV comenzando desde O hasta K; y se
almacenan sus parametros estimados 6, 84, ..., 0k, , donde 6; son los parametros
estimados del modelo i.

2. Para cada modelo se sustituye y, por y; =y, — (Y7 ® I,,)5", donde A* son las
matrices de coeficientes estimadas del modelo i. Luego se procede a calcular la
correspondiente funcién verosimilitud ordinaria dado los parametros logf (Y™|6;)
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(ver Ishihara & Omori, 2012) y se procede a calcular la medida DIC para cada
modelo.
3. Se escoge el modelo que tenga la menor medida DIC.

Ejemplo llustrativo Usando Datos Simulados

En esta seccion se aplica el método propuesto usando datos simulados para observar que
tan bien se estiman los parametros. Para este trabajo, nuestros resultados computacionales se
generaron usando el software libre R.

Los datos son simulados usando el modelo (10). El orden del modelo MSV-VAR que se
usa para simular datos es k = 4 y la dimension es p = 3. La matriz de covarianza X es tomada de
Ishihara & Omori, 2012. Los parametros X, @ y el término de intercepcion v asi como las matrices
de coeficientes son dados por

- 1.44 0.864 0.864 —0.096 -0.072 —0.0727
0.864 1.44 0.864 —0.072 -0.096 —0.072 095 0 0
y = 0.864  0.864 144 —-0.072 -0.072 -0.096 _ '0 095 0
—-0.096 -0.072 -0.072  0.04 0.028 0.028 0 '0 0.95
—0.072 -0.096 -0.072 0.028 0.04 0.028 '
-—0.072 —-0.072 -0.096 0.028 0.028 0.04
[0 0.13 0.09 0.09 0.11 0.07 0.07
v = 0], A; =(0.09 0.13 0.09], A, =10.07 0.11 0.07],
10 0.09 0.09 0.13 0.07 0.07 0.11
[0..09 0 0 0..07 0 0
A3 =] 0 009 0 ], A,=1| 0 0.07 0 ]
0 0 0.09 0 0 0.07

Los hiperparametros de la distribucion priori ¢ son los usuales de la literatura, donde a; =
20,i=1,..,p; b =1.5,i =1,...,p. Para los hiperpardmetros de la distribucion priori X se
configur6 n, = 2p, mientras que para R, se usd R, = (10X*)~! donde X* es la matriz de
covarianza verdadera. Para los hiperparametros de la priori de Litterman son los usuales de la
literatura, gz = 0 mientras que 6 = 0.2y 1 = 0.5, mientras que los elementos ¢?;,i = 1, ..., p,

son tomados de la diagonal de la varianza estimada de Zﬁ? variando por iteracion.

Para asegurar la precision de los pardmetros estimados se generan 3,000 observaciones,
donde las primeras 4 observaciones son tomadas como valores premuéstrales mientras que los
altimos 2,996 seran tomados como la muestra. Se aplica el método de estimacion propuesto de la
metodologia y se generan 120,000 muestras, luego se descartan las primeras 20,000. Para el
parametro de ajuste se usa K = 0.03n y para evitar que el método se atasque firmemente debido
al rechazo excesivo se sigue la sugerencia de Shephard & Pitt, 1997 incrementando K unas pocas
iteraciones en intervalos regulares.

Aplicacion a Datos Macroecondmicos y Financieros

En este apartado se aplica el modelo VAR-MSV de (10) a datos de series de tiempo
macroecondmicas clave para los Estados Unidos. La primera variable es yp;; = Produccion
Industrial: Indice total (Ajustado estacionalmente). Esta variable mide la produccion real de
sectores como la mineria, la manufactura, servicios publicos de electricidad y gas. Se escogio esta
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variable porque se cree que los cambios en la demanda agregada conducen a que la industria
cambie su produccion implicando cambios en la demanda de mano de obra que alteran las tasas
de desempleo.

La segunda variable es yrp; = Tasa de Desempleo (Ajustada estacionalmente). Mide el
numero de personas que buscan activamente trabajo sin encontrarlo, como porcentaje o fraccion
de la fuerza laboral total. Se escogié esta variable debido a que, segun la teoria econémica, la
mayoria de las personas obtienen la mayor parte de sus ingresos trabajando en una profesion. Con
estos ingresos las personas compran bienes y servicios a las empresas. A su vez, una parte de los
ingresos recibidos por las empresas se distribuye en el pago de los salarios de los trabajadores. Por
ultimo, la tercera variable es ygp, = Indice del mercado de valores SP500. Es un indicador del
mercado de acciones e incluye 500 empresas. Agregamos esta variable por la evidencia de que
muchas recesiones (por ejemplo, la Gran Recesion 2007-2009) son producidas por choques
provenientes del mercado financiero.

Los datos son de frecuencia mensual abarcando un periodo desde enero de 1948 hasta

diciembre del 2019, consistiendo en 863 observaciones. Se usa la ecuacion r, = 50log (yi) para
t—1

convertir las observaciones a rendimientos consistentes en: rp;; = Rendimiento de la Produccion
Industrial: Indice total (Ajustado estacionalmente) y rr, = Rendimiento de la Tasa de Desempleo
(Ajustada estacionalmente). Agregamos el rgp, = Rendimiento del Indice del mercado de valores
SP500.

Figural

Graéficos temporales mensuales de los rendimientos desde febrero de 1948 hasta diciembre de
2019 de: (a) Produccion Industrial, (b) Tasa de Desempleo, (c) indice del mercado de valores
SP500. La linea roja es la media de la serie mientras que la linea azul es tres veces la desviacion
estandar respecto a la media.
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Enla

Figura 1 se pueden observar los gréaficos temporales mensuales de los rendimientos de
Produccion Industrial, Tasa de Desempleo y el indice SP500. Se puede observar que algunos
rendimientos superan la linea azul que representa 3 veces la desviacion estandar respecto a la
media y se observan 15 en la primera serie, 10 en la segunda serie y 6 en la tercera serie. Por otro
lado, se pueden observar periodos de tiempo (por ejemplo, 1948-1963, 1963-1983 y 2006-2009)
donde la variabilidad de los rendimientos es mayor que en otros periodos de tiempo por lo que
puede ser considerado como evidencia de que en esos periodos hay mayor volatilidad.

Para aportar mayor evidencia a cada serie de rendimientos se le calculo el exceso de
curtosis. El exceso de curtosis puede ser positivo o negativo. Cuando los datos presentan exceso
de curtosis positivo es evidencia de colas pesadas. Los datos con colas pesadas son un indicador
de que hay rendimientos con valores muy grandes en relacion con los deméas. Los rendimientos
muy grandes en relacion con los demas son conocidos como valores atipicos o valores extremos
por lo que un modelo VAR integrado con volatilidad estocastica multivariada se ajustara a los
datos de manera méas adecuada. El exceso de curtosis de cada serie temporal es: 5.86, 4.87 y 2.36
respectivamente. En nuestros datos podemos ver que existe evidencia de colas pesadas en todas
las variables, esto se puede observar por el coeficiente de exceso de curtosis de todas las series de
rendimientos es superior a cero.

Los hiperparametros de la distribucidn priori ¢ son los que se usaron en la seccion previa.
Para los hiperparametros de la distribucion priori X' se configuré n, = 2p, mientras que para R,
se configurd una matriz cuyos elementos fuera de la diagonal son igual a cero y los elementos de
la diagonal se configuran ry, = 0%,,,i = 1, ..., p, donde o2, es la varianza tomada de un modelo
AR(k) para cada variable y; y r,, = azni,i =p+1,..,2p, donde sz_ es la correspondiente
volatilidad de la variable y; tomada de un modelo de volatilidad estocastica univariado (SV). Para
los hiperparametros de la priori de Litterman se configura uz =0, 6 =02, 1=05Yy los
elementos 0%; = 0%,,,i = 1,...,p.

Se aplica el método de estimacion propuesto de la metodologia y se generan 120,000
muestras, luego se descartan las primeras 20,000. Para el parametro de ajuste se usa K = 0.03ny
para evitar que el método se atasque firmemente debido al rechazo excesivo se sigue la sugerencia
de Shephard & Pitt, 1997 incrementando K unas pocas iteraciones en intervalos regulares.

Se estimaron tres configuraciones de modelos: VAR(3)-MSV, VAR(4)-MSV y VAR(5)-
MSV. Para escoger el mejor modelo se uso el criterio DIC discutido en la metodologia.

Fuentes de datos

El conjunto de datos que usamos en este articulo consiste de dos variables macroeconomias
clave de los Estados Unidos consistentes en: (a) Produccion Industrial: indice Total (ajustado
estacionalmente) y (b) Tasa de Desempleo (ajustada estacionalmente). Estas dos variables estan
en serie de tiempo mensuales y fueron obtenidas de Federal Reserve Economic Data®. Nuestro
conjunto de datos también cuenta con una variable financiera consistente en: indice del mercado
de valores SP500. Esta variable esta en serie de tiempo mensual y fue obtenida del proveedor
multiple de datos econémicos multpl*.

3 https://fred.stlouisfed.org/
4 https://www.multpl.com/s-p-500-historical-prices/table/by-month
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Resultados
En esta seccion comentaremos los resultados encontrados en el ejemplo con datos
simulados y la aplicacion a datos macroeconémicos y financieros.

Resultados del Ejemplo con Datos Simulados

Las tablas Tabla 1 y Tabla 2 muestran el parametro verdadero, la media posterior
(paréametro estimado) e intervalos de credibilidad del 95% de los elementos de la matriz @, la
matriz de covarianza X, el término de intercepcion v y las matrices de coeficientes A, A,, A3 Y A,.
Se puede observar que los parametros estimados estan muy cerca de los parametros verdaderos.
Ademas, todos los intervalos de credibilidad con un 95% de confianza contienen los parametros
verdaderos. Por lo cual, podemos notar que en general, con una muestra de tamafio 3000 las medias
posteriores capturan el comportamiento de los parametros con sus respectivos signos.
Tabla 1
Media posterior e Intervalos de credibilidad del 95% de los elementos de la matriz @ y la matriz
de covarianza X

Parametro Media Intervalo de Credibilidad del 95%

&, 095  0.938 [0.918,0.955]
b, 095  0.943 [0.926,0.958]
s 095  0.945 [0.926,0.958]
o, 144  1.498 [1.337,1.675]
o, 0864  0.894 [0.792,1.007]
o 0864  0.882 [0.78,0.994]
0, 0096  -0.082 [-0.115,-0.052]
o5 0072  -0.067 [-0.098,-0.038]
o 0072  -0.07 [-0.103,-0.039]
o,y 0.864  0.894 [0.792,1.007]
0, 144 1509 [1.339,1.695]
0,;  0.864  0.886 [0.782,1]
0,y 0072 -0.072 [-0.104,-0.042]
o,s  -0.096  -0.109 [-0.143,-0.077]
0, 0072 -0.067 [-0.099,-0.035]
os,  0.864  0.882 [0.78,0.994]
0, 0.864  0.886 [0.782,1]
oss 144 1422 [1.251,1.611]
0 0072 -0.05 [-0.08,-0.021]
o5 0072 -0.067 [-0.097,-0.038]
05 0096  -0.08 [-0.114,-0.048]
o, -0.096  -0.082 [-0.115,-0.052]
0., 0072 -0.072 [-0.104,-0.042]
o, 0072 -0.05 [-0.08,-0.021]
o 04 0039 [0.027,0.055]
o,s 0028  0.031 [0.022,0.042]
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Og6

0.028
-0.072
-0.096
-0.072
0.028
0.4
0.028
-0.072
-0.072
-0.096
0.028
0.028
0.4

Fuente: Elaboracion Propia.

Tabla 2

0.028
-0.067
-0.109
-0.067
0.031
0.039
0.028
-0.07
-0.067
-0.08
0.028
0.028
0.41

[0.019,0.038]
[-0.098,-0.038]
[-0.143,-0.077]
[-0.097,-0.038]

[0.022,0.042]

[0.028,0.054]

[0.019,0.039]
[-0.103,-0.039]
[-0.099,-0.035]
[-0.114,-0.048]

[0.019,0.038]

[0.019,0.039]

[0.029,0.057]
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Media posterior e Intervalos de credibilidad del 95% de los elementos del vector término
interseccion v y las matrices de coeficientes A, A,, A3y A,.

AGLALA ISSN 2215-7360

Parametro = Media

0
0.13
0.09
0.09
0.11
0.07
0.07
0.09

0.028
0.166
0.101
0.665
0.084
0.062
0.067
0.076
0.009
0
0.079
-0.002
-0.006
0.002
0.092
0.107
0.089
0.056
0.136
0.075
0.004
0.066
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Intervalo de Credibilidad del 95%

[-0.014,0.071]
[0.119,0.213]
[0.056,0.146]
[0.021,0.11]
[0.04,0.127]
[0.022,0.102]
[0.027,0.108]
[0.035,0.117]
[-0.025,0.044]
[-0.035,0.035]
[0.041,0.116]
[-0.033,0.028]
[-0.037,0.024]
[-0.039,0.044]
[0.047,0.137]
[0.059,0.154]
[0.044,0.134]
[0.015,0.096]
[0.092,0.18]
[0.035,0.115]
[-0.03,0.04]
[0.026,0.106]
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A, 0 -0.001 [-0.037,0.033]
A% 0 0.021 [-0.01,0.051]
A%, 007 005 [0.012,0.089]
A, 0 0.005 [-0.025,0.036]
Vs 0 0.019 [-0.021,0.061]
AL, 009  0.077 [0.034,0.12]

AL, 009 0107 [0.064,0.151]
AL, 013 0118 [0.071,0.165]
AZ, 007 0077 [0.038,0.116]
A%, 007  0.061 [0.022,0.099]
AZ, 011  0.091 [0.048,0.135]
A3, 0 -0.028 [-0.062,0.006]
A3, 0 -0.018 [-0.051,0.015]
A3, 009 0126 [0.085,0.166]
A% 0 0.01 [-0.019,0.04]
A%, 0 -0.008 [-0.038,0.021]
A%, 007 0075 [0.036,0.113]

Fuente: Elaboracion propia.

La Figura 2 muestra el grafico de convergencia y la funcion de autocorrelacion de las
muestras generadas por la distribucion condicional completa del parametro v,. Se puede observar
en el grafico de convergencia que las muestras varian en un rango fijo por lo que es un indicador
fuerte de convergencia. Por otro lado, su funcion de autocorrelacion alcanza su maximo en 0.228,
ademas, decrece lentamente mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser
debido a la priori de Litterman, ya que las varianzas priori son infinitas para v;,i = 1, ..., p,
reflejando gque no se tiene ninguna conjetura a priori para estos coeficientes. Los demas elementos
del término intercepcién v;, i = 2, ..., p, muestran el mismo comportamiento.

La Figura 3 muestra el grafico de convergencia y la funcion de autocorrelacion de las
muestras generadas por la distribucion condicional completa del parametro A*;5. De igual manera
que el pardmetro v;, se puede observar en el gréfico de convergencia que las muestras varian en
un rango fijo por lo que es un indicador fuerte de convergencia. Su funcién de autocorrelacion
alcanza su méximo en 0.183, decreciendo rapidamente mostrando la poca dependencia de valores
pasados. Los demas elementos de las matrices de coeficientes Alij, i,j=2,..,p, 1=1,..,k
muestran el mismo comportamiento. El diagnoéstico de convergencia muestra que el enfoque
bayesiano para estimar los parametros es eficiente.

Figura 2
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Graéfico de convergencia y funcion de autocorrelacion del elemento v,
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Fuente: Elaboracién propia.

Figura 3
Gréfico de convergencia y funcion de autocorrelacion del elemento A%,
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Fuente: Elaboracién propia.

Resultados de la Aplicacion con Datos Macroecondémicos y Financieros

En la tabla

Tabla 3 se muestran las medidas DIC y desviaciones estandar de los modelos VAR(3)-
MSV, VAR(4)-MSV y VAR(5)-MSV. La medida DIC méas grande corresponde al modelo
VAR(3)-MSV vy es igual a 4205.44. Se puede observar que a medida que el orden VAR-MSV
crece su correspondiente medida DIC disminuye. La medida DIC mas pequefia corresponde al
modelo VAR(5)-MSV y es igual a 4116.41 sugiriendo que este modelo es el que se mejor se ajusta

AGLALA ISSN 2215-7360
2024; Julio - Diciembre. Vol. 15, N°2. PP. 116-142



132

a los datos para mostrar el comportamiento, relaciones dindmicas y evolucion de la volatilidad de
las variables involucradas.

Tabla 3
Estimadores, errores estandar, valores mas grandes y valores méas pequefios DIC de los modelos
VAR(3)-MSV, VAR(4)-MSV y VAR(5)-MSV.

Modelo VAR(3)-MSV VAR(4)-MSV  VAR(5)-MSV
DIC 4205.44 4145.89 4116.41
Desviacion estandar 0.3975 0.3369 0.5504
DICmax 4206.22 4146.5 4117.41
DICnin 4204.72 4145.45 4115.65

Fuente: Elaboracién propia.

Las tablas Tabla 4y

Tabla 5 muestran la media posterior, desviacion estandar e intervalos de credibilidad del
95% de los elementos de la matriz @, la matriz de covarianza X, el término de intercepcion v y
las matrices de coeficientes A4, 4, ..., As. También estimamos los parametros autorregresivos de
otros dos diferentes modelos con el fin de comparar los pardametros estimados: (a) Un modelo
autorregresivo vectorial bayesiano de orden cinco BVAR(5) que se estim6 mediante la libreria
BVAR de R, (b) Un modelo VAR(5) frecuentista que se estimé mediante el método de Minimos
Cuadrados Multivariado (ver Lutkepohl, 2005) y se implemento en R.

Tabla 4
Media posterior, Desviacion Estandar e Intervalos de credibilidad del 95% de los elementos de la
matriz @ y la matriz de covarianza X
Media Desviacion Intervalo de Credibilidad del
Estandar 95%
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0.8988
0.9823
0.8629
0.1162
-0.1607
-0.0185
-0.0532
-0.0046
-0.0042
-0.1607
2.4824
-0.112
0.1367
-0.0178
0.0334
-0.0185
-0.112
3.4246
0.0867
-0.0006
-0.2646
-0.0532
0.1367
0.0867
0.2005
0.0193
0.0086
-0.0046
-0.0178
-0.0006
0.0193
0.0126
0.0008
-0.0042
0.0334
-0.2646
0.0086
0.0008
0.113

Fuente: Elaboracion propia.
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0.0954
0.0118
0.0457
0.0189
0.0285
0.0233
0.0145
0.0067
0.0116
0.0285
0.4112
0.1045
0.0641
0.0305
0.0592
0.0233
0.1045
0.3483
0.0757
0.0357
0.0746
0.0145
0.0641
0.0757
0.0563
0.0157
0.0209
0.0067
0.0305
0.0357
0.0157
0.0073
0.0085
0.0116
0.0592
0.0746
0.0209
0.0085
0.0363
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[0.8279,0.9499]
[0.9525,0.9977]
[0.7547,0.9309]
[0.0866,0.1608]
[-0.2232,-0.1114]
[-0.0647,0.0269]
[-0.0835,-0.0270]
[-0.0194,0.0072]
[-0.0273,0.0184]
[-0.2232,-0.1114]
[1.7971,3.4164]
[-0.3213,0.0901]
[0.0150,0.2681]
[-0.0746,0.0483]
[-0.0800,0.1526]
[-0.0647,0.0269]
[-0.3213,0.0901]
[2.8050,4.1710]
[-0.0573,0.2406]
[-0.0732,0.0697]
[-0.4221,-0.1292]
[-0.0835,-0.0270]
[0.0150,0.2681]
[-0.0573,0.2406]
[0.1116,0.3293]
[-0.0041,0.0570]
[-0.0308,0.0518]
[-0.0194,0.0072]
[-0.0746,0.0483]
[-0.0732,0.0697]
[-0.0041,0.0570]
[0.0042,0.0315]
[-0.0168,0.0176]
[-0.0273,0.0184]
[-0.0800,0.1526]
[-0.4221,-0.1292]
[-0.0308,0.0518]
[-0.0168,0.0176]
[0.0605,0.2023]
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Lo primero que observamos es que las varianzas de la volatilidad estimada o;;—0y; 1y, i =

1,...,3, varian entre 0.0126 y 0.2005. La varianza mas grande corresponde a los rendimientos de
la Produccion Industrial y es o1, ,, = 0.2005. Esto significa que existe la probabilidad de obtener

choques de la volatilidad estimada relativamente grandes. Sin embargo, su correspondiente
pardmetro de persistencia es ¢, = 0.8988 lo que significa que un choque de la volatilidad pierde
la mitad de su fuerza en aproximadamente 6.5 meses. Por lo que, un choque relativamente grande
de la volatilidad perdera su fuerza rapidamente. Esto se puede evidenciar en la figura

Figura 4-(a) ya que los aumentos de la volatilidad decrecen rapidamente una vez que
alcanzan su méaximo. Por ejemplo, en enero de 1952 la volatilidad estimada era de 1.19 luego
comenzo a crecer hasta alcanzar un méximo de 3.61 en agosto de 1952.

Si se ajustan la volatilidad estimada de los rendimientos de la Produccion Industrial entre
enero y agosto de 1952 a un modelo de regresion lineal se obtiene que la volatilidad estimada
aumenta en un promedio aproximado de 0.32 por mes (el R? ajustado igual a 0.82). Luego de
alcanzar el maximo, la volatilidad estimada comienza a decrecer hasta abril de 1953 alcanzando
un minimo de 1.19. De igual manera, ajustando los datos entre agosto de 1952 y abril de 1953 a
un modelo de regresion lineal se obtiene que la volatilidad estimada decrece en un promedio
aproximado de -0.25 por mes (el R? ajustado igual a 0.70).

La segunda varianza corresponde a los rendimientos de la Tasa de Desempleoy es o5, ,,, =

0.0126 y es la més pequefia y su correspondiente parametro de persistencia es ¢, = 0.9823 y €s
el més grande y cercano a uno por lo que la evolucion de la volatilidad de los rendimientos es muy
suave. Esto se puede evidenciar en la figura

Figura 4-(b) ya que entre julio de 1948 y diciembre de 1954 la volatilidad estimada tiene
aproximadamente un promedio de 1.87 con una desviacion estandar de 0.12 por lo que no hay
cambios bruscos. Luego, la volatilidad comienza a decrecer lentamente sin movimientos bruscos
hasta alcanzar el 1 en el primer trimestre de 1965 (donde 1 significa que a; = 0, no hay
volatilidad).

Ajustando la volatilidad estimada de la Tasa de Desempleo entre enero de 1955 y febrero
de 1965 a un modelo de regresion lineal se obtiene que la volatilidad estimada decrece en un
promedio de -0.005 por mes (el R? ajustado igual a 0.9). Finalizando el primer trimestre de 1965
hasta diciembre de 1984 la volatilidad estimada es inferior a 1 decreciendo lentamente hasta
alcanzar un minimo de 0.78 (excepto en algunos meses entre 1968-1970 donde la volatilidad
estimada es un poco superior a 1).

Desde enero de 1985 hasta diciembre del 2011 la volatilidad estimada tiene un promedio
aproximado de 0.76 con una desviacion estandar de 0.07 reflejando poca variabilidad en la
volatilidad estimada. Comenzando enero del 2011 hasta diciembre de 2019 la volatilidad estimada
crece lentamente sin mostrar algun movimiento brusco y alcanza un maximo de 1.07 en el cuarto
trimestre de 2019. Nuevamente, si ajustamos los datos entre enero del 2011 y diciembre del 2019
en un modelo de regresion lineal se obtiene un aumento en promedio de la volatilidad estimada de
aproximadamente 0.003 por mes (el R? ajustado igual a 0.83).
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La tercera varianza corresponde a los rendimientos del indice SP500 y es 033,y = 0.1133

y su correspondiente parametro de persistencia es ¢p; = 0.8629 vy, es el parametro de persistencia
mas pequefio. Por lo que, los choques de la volatilidad de los rendimientos del indice SP500
pierden la mitad de su fuerza relativamente rapido, aproximadamente en 4.7 meses. Esto se puede
observar en la figura

Figura 4-(c).

Por ejemplo, en marzo de 1972 la volatilidad estimada era de 0.7 y comenz6 a aumentar
hasta abril de 1974 en un promedio aproximado de 0.031 por mes (el R? ajustado igual a 0.91).
Luego, la volatilidad estimada aumento en un promedio aproximado de 0.16 por mes hasta
alcanzar un maximo de 2.26 en octubre de 1974 (el R? ajustado igual a 0.96). Luego de alcanzar
el maximo, la volatilidad estimada comenz6 a decrecer en un promedio aproximado de -0.12 por
mes entre octubre de 1974 y julio de 1975 alcanzando un minimo de 1.16 (el R? ajustado igual a
0.88). En agosto y octubre de 1975 la volatilidad estimada volvié a crecer un poco alcanzando un
maximo de 1.34. Después de este leve aumento siguid disminuyendo en un promedio aproximado
de -0.09 por mes entre octubre de 1975 y abril de 1976 (el R? ajustado igual a 0.87).

La evolucién de la volatilidad de las tres variables se puede observar en la

Figura 4. El grafico de la evolucion de la volatilidad para los rendimientos de la
Produccién Industrial muestra una gran variabilidad entre julio de 1948 y diciembre de 1962. Entre
enero de 1963 y diciembre de 1983 la volatilidad estimada era moderada. Luego, entre enero de
1984 y principios del tercer trimestre del 2005 la volatilidad se redujo por debajo de 1 en casi todo
el periodo. Este periodo es conocido como la Gran Moderacion. Un periodo en el que las variables
macroecondmicas no tenian mucha variacion y crecimiento econémico estable. Finalizando el
tercer trimestre del 2005 hasta finales el cuarto trimestre del 2009 la volatilidad estimada aumento
nuevamente. Este periodo es conocido como la Gran Recesién. Luengo, entre el enero del 2010 y
diciembre de 2019 la volatilidad estimada volvio a ser inferior a uno.

El grafico de la evolucion de la volatilidad de los rendimientos de la Tasa de desempleo
muestra que la volatilidad estimada fue alta entre julio de 1948 y diciembre de 1954. Luego
comenzd a decrecer lentamente hasta el primer trimestre de 1965. Finalizando el primer trimestre
de 1965 hasta diciembre de 1984 la volatilidad estimada es inferior a 1 decreciendo aun con mayor
lentitud. Desde enero de 1985 hasta diciembre del 2011 la volatilidad estimada era inferiora 1y
con poca variabilidad. Comenzando enero del 2011 hasta diciembre de 2019 la volatilidad
estimada crece muy lentamente pero siempre inferior a 1.

El grafico de la evolucion de la volatilidad de los rendimientos del indice SP500 muestra
que hay periodos donde la volatilidad estimada es aproximadamente 1 mostrando estabilidad en
las empresas que componen el indice SP500. Ademas, hay otros periodos donde la volatilidad
estimada es inferior a 1. También se puede observar que hay periodos donde la volatilidad estimada
es muy alta, por ejemplo, en octubre de 1974, noviembre de 1987 y noviembre de 2009.

Figura 4

Graficos temporales de la evolucion de la volatilidad para los rendimientos de: (a) Produccion
Industrial: Indice total (ajustado estacionalmente), (b) Tasa de desempleo (Ajustada
estacionalmente) y (c) Indice de rendimiento del mercado de valores SP500. Las lineas azules son
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sus respectivos Intervalos de credibilidad de 95%, la linea roja es la media posterior de la
evolucion de la volatilidad mientras que la linea horizontal verde es uno.

1950 1960 1970 1980 2 1580 2000 010 2020
Afio

&)

1850 1260 180 1600 1960 2000 2010 2020
Afio
{b)

1950 1960 1970 1960 1990 2000 w010 230
Afio
{€)

Fuente: Elaboracion propia.

Con los elementos de la matriz de covarianza X presentados en la Tabla 4 se calculan los
. ., . Oij .o
elementos de la matriz de correlacion estimada con la formula py; = —=,i,j = 1,...,2p. La

correlacion entre los choques de los rendimientos de la Produccion Industrial y la Tasa de
Desempleo es p;, .. = —0.3 lo que indica una relacion inversa. Esto sugiere que aumentos en los
rendimientos de la Tasa de Desempleo son influenciados por disminuciones en los rendimientos
de la Produccion Industrial. Por otro lado, disminuciones en los rendimientos de la Tasa de
Desempleo son influenciados por aumentos en los rendimientos de la Produccion Industrial.

Los intervalos de credibilidad del 95% de p,, .. son [-0.36,-0.23] y no contienen el cero
por lo que aporta evidencia fuerte de la relacion inversa. El resto de los intervalos de credibilidad
del 95% de las correlaciones de los choques de los rendimientos contienen el cero por lo que aporta
evidencia fuerte de que las correlaciones estimadas sean en realidad sean cero.

La correlacion entre los choques de los rendimientos de la Produccién Industrial del mes
actual y los choques de la volatilidad del siguiente mes es p;4,¢, = —0.35. Esto quiere decir que
la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos de la Produccion Industrial es influenciada por
disminuciones en los rendimientos de la Produccion Industrial en el mes actual. Esto sugiere que
la produccion de los sectores industriales del siguiente mes reacciona a disminuciones en la
produccidn de los sectores industriales del mes actual. Los intervalos de credibilidad del 95% de
P11,en SON [-0.51,-0.19] y no contienen el cero por lo que aporta evidencia fuerte de la correlacion
negativa.

La correlacion entre los rendimientos de la Tasa de desempleo del mes actual y la
volatilidad del mes siguiente de los rendimientos de la Produccion Industrial es p, ., = 0.19.

Esto quiere decir que la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos de la Produccion
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Industrial es influenciada por aumentos en los rendimientos de la Tasa de Desempleo del mes
actual. Esto sugiere que la produccion de los sectores industriales del siguiente mes reacciona a
aumentos en los rendimientos de la Tasa de desempleo del mes actual.

Los intervalos de credibilidad del 95% de p,, , son [0.021,0.38] y no contienen el cero
por lo que aporta evidencia fuerte de la correlacion positiva. Por otro lado, los intervalos de
credibilidad del 95% de la correlacion entre los rendimientos de la Produccion Industrial del mes
actual y la volatilidad del siguiente mes de los rendimientos de la Tasa de desempleo contienen el
cero por lo que es evidencia fuerte de que p, ¢, sea en realidad cero.

La correlacion entre los rendimientos del indice SP500 del mes actual y la volatilidad del
siguiente mes es ps3 ., = —0.43. Esto quiere decir que la volatilidad del siguiente mes de los
rendimientos del indice SP500 es influenciada por disminuciones en los rendimientos del mes
actual. Esto sugiere que los participantes de las empresas que componen el indice SP500
reaccionan a disminuciones en los rendimientos de los precios del mercado financiero en el mes
actual.

Los intervalos de credibilidad del 95% de ps3 ., son [-0.6,-0.24] y no contienen el cero por
lo que aporta evidencia fuerte de la correlacion negativa. El resto de los intervalos de credibilidad
del 95% de las correlacionen entre los rendimientos del mes actual y la volatilidad del mes
siguiente contienen el cero por lo que es fuerte evidencia de que sus correlaciones en realidad sean
cero. Cabe resaltar que los intervalos de credibilidad del 95% de la correlacién de los choques de
la volatilidad contienen el cero por lo que es fuerte evidencia de que los choques de la volatilidad
de los rendimientos sean en realidad cero.

Tabla 5

(a) Media Posterior de un BVAR(5), (b) Estimador LS de un VAR(5) y (c) Media posterior,
Desviacién Estandar e Intervalos de credibilidad del 95% de los elementos del vector término
interseccion v y las matrices de coeficientes A4, ..., As.

BVAR( VAR(5) VAR(5)-MSV
)
Media Media Media = Desviacion Estandar Intervalo de Credibilidad del
95%
2 0.036 0.037 0.023 0.013 [-0.0024,0.0484]
Al 0.296 0.266 0.208 0.0387 [0.1323,0.2840]
Al, -0.009 -0.011  -0.017 0.0071 [-0.0311,-0.0031]
Al,  0.011 0.011 0.007 0.0046 [-0.0016,0.0165]
A2, 0.062 0.073 0.157 0.0346 [0.0894,0.2249]
A2, -0.008 -0.007  -0.001 0.0064 [-0.0135,0.0115]
A3, 0.028 0.028 0.012 0.0043 [0.0035,0.0204]
A3, 0.064 0.084 0.106 0.0328 [0.0416,0.1706]
A3, 0.006 0.008 -0.001 0.0054 [-0.0117,0.0097]
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A3, 0.027
A%, 0.031
AL, 0
A%, 0.011
AS, -0.038
AS, -0.007
A5, 0.018
v, 0311
AL, -1.144
A}, -0.153
A, -0.076
A2, -0.42
A%, 0.058
A%, -0.066
A3, -0.231
A3, 0.059
A3, -0.043
A%, -0.168
A%, 0.051
A%, -0.055
A5, -0.01
A5, 0.116
A5, -0.033
vy 0.254
A, 0.165
A%, 0.038
Al 0.03
A%, -0.123
A%, -0.032
A%, -0.037
A3, -0.067
A3, -0.032
A3, 0.031
A%, 0.018
A%, 0.063
A%, 0.024
A3, 0.096
A3, 0.058
A3, 0.092

Fuente: Elaboracion propia.

0.028
0.053
0
0.012
-0.077
-0.011
0.019
0.334
-1.175
-0.171
-0.076
-0.473
0.044
-0.067
-0.289
0.048
-0.044
-0.25
0.047
-0.058
0.016
0.127
-0.033
0.24
0.17
0.037
0.027
-0.152
-0.034
-0.038
-0.092
-0.032
0.033
0.037
0.075
0.025
0.211
0.075
0.101
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0.013
0.083
0.003
0.005
-0.03
0.002

0.186
-1.027
-0.155
-0.058
-0.336
0.056
-0.042
-0.124
0.061
-0.02
-0.092
0.088
-0.016
-0.048
0.115
-0.006
0.328
0.104
0.017
-0.02
-0.107
-0.011
-0.013
0.003
0.007
0.026
-0.027
0.02
0.025
-0.02
0.026
0.097

0.004
0.031
0.0046
0.0035
0.0286
0.004
0.003
0.0555
0.1357
0.0363
0.0221
0.1207
0.0348
0.0201
0.1004
0.0335
0.0178
0.0848
0.0321
0.0158
0.072
0.0308
0.0137
0.0802
0.1493
0.0369
0.0368
0.1317
0.0308
0.0357
0.1119
0.0263
0.0347
0.0939
0.0222
0.0334
0.0809
0.0193
0.0315

[0.0054,0.0210]
[0.0218,0.1434]
[-0.0057,0.0123]
[-0.0019,0.0119]
[-0.0858,0.0262]
[-0.0060,0.0096]
[-0.0058,0.0060]
[0.0772,0.2955]
[-1.2920,-0.7608]
[-0.2263,-0.0837]
[-0.1020,-0.0155]
[-0.5734,-0.1000]
[-0.0127,0.1241]
[-0.0809,-0.0021]
[-0.3219,0.0723]
[-0.0045,0.1260]
[-0.0551,0.0147]
[-0.2575,0.0745]
[0.0255,0.1516]
[-0.0474,0.0144]
[-0.1892,0.0929]
[0.0549,0.1756]
[-0.0333,0.0206]
[0.1717,0.4861]
[-0.1894,0.3961]
[-0.0550,0.0896]
[-0.0920,0.0525]
[-0.3649,0.1509]
[-0.0719,0.0490]
[-0.0834,0.0566]
[-0.2162,0.2231]
[-0.0445,0.0586]
[-0.0421,0.0943]
[-0.2111,0.1568]
[-0.0231,0.0641]
[-0.0407,0.0902]
[-0.1786,0.1392]
[-0.0124,0.0633]
[0.0352,0.1587]
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Se puede observar en la

Tabla 5 los intervalos de credibilidad del 95% de los elementos de las matrices de
coeficientes A% 5, A3 5, A% 5, A5 1, A5 5, A% 15, A%, A 53, AYS,, AYs,, A,
A%51,A%5,, A%55, A3, A3, A% 55, A5, A%y, A*55 Yy AS5, contienen el cero por lo que es
evidencia fuerte de su pardmetro verdadero en realidad sea cero. Por otro lado, los intervalos de
credibilidad del 95% de los elementos de las matrices de coeficientes wv;, A 3, A%,,,
A3,,,A3%,,, 43,5, A%, 1, A*,5 y A%3, contienen el cero, sin embargo, el cero estd mas cerca de uno
de los extremos del intervalo de credibilidad del 95% donde hay poca masa, por lo que existe la
probabilidad que si aumenta la muestra algunos de estos parametros sean distinto de cero como se
muestra en la

Figura 5.

Se puede observar que el rendimiento rgp; €s explicado solamente por el término de
intercepcion v; = 0.328 y su quinto valor pasado rgp ;s con su elemento A°;5 = 0.097. Por otro
lado, el rendimiento rp;; es explicado por sus primeros cuatro regazos pasados, el primer regazo
pasado de los rendimientos de la Tasa de Desempleo y, por los primeros tres regazos pasados de
los rendimientos del indice SP500. Se puede observar que a medida que el orden de los regazos
de los rendimientos de la Produccion Industrial aumenta, la fuerza de los coeficientes disminuye
comenzando desde A}, = 0.208 y finalizando con AT, = 0.083. Cabe resaltar que los coeficientes
de los cuatro rendimientos pasados de la Produccion Industrial son positivos y mayores que los
coeficientes en valor absoluto de las otras series. Esto quiere decir que la Produccion Industrial es
principalmente explicado por sus propios rendimientos pasados.
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Los coeficientes de los tres rendimientos pasados del indice SP500 son positivos y a
medida que el orden de los regazos aumenta, la fuerza de los coeficientes aumenta comenzando
desde A}; = 0.07 y finalizando con A3; = 0.013. Esto quiere decir que los rendimientos de la
Produccion Industrial son explicados con menor fuerza por los rendimientos de los tres meses
pasados del indice SP500. Por ejemplo, si los rendimientos de los tres meses pasados del indice
SP500 son negativos y grandes los rendimientos de la Produccion Industrial disminuirian lo que
significa que la produccion de los sectores industriales disminuiria. Por otro lado, si los
rendimientos de los tres meses pasados del indice SP500 son positivos los rendimientos de la
Produccién Industrial aumentarian lo que significa que la produccion de los sectores industriales
aumentaria.

Por Gltimo, el coeficiente del primer rendimiento pasado de la Tasa de Desempleo es A7, =
—0.017. Esto quiere decir que los rendimientos de la Produccion Industrial son explicados con
menor fuerza por los rendimientos del mes pasado de la Tasa de Desempleo. Esto sugiere que, si
en el mes anterior los rendimientos de la Tasa de Desempleo son negativos y grandes en valor
absoluto entonces disminuiran los rendimientos de la Produccién Industrial lo que significa que la
produccion de los sectores industriales disminuira. Por otro lado, si en el mes anterior los
rendimientos de la Tasa de Desempleo son negativos entonces aumentaran los rendimientos de la
Produccién Industrial lo que significa que la produccién de los sectores industriales aumentara.

Los rendimientos de la Tasa de Desempleo son explicados por los primeros dos regazos
pasados de los rendimientos de la Produccion Industrial, sus propios regazos pasados (a excepcion
del segundo Y tercer regazo) y los primeros dos regazos pasados de los rendimientos del indice
SP500.

Los coeficientes de los dos rendimientos pasados de la Produccion Industrial son negativos
y en valor absoluto son méas grandes que los coeficientes en valor absoluto de las otras series.
Ademas, se puede observar que a medida que el orden de los regazos aumenta, la fuerza de los
coeficientes en valor absoluto aumenta. Esto quiere decir que los rendimientos de la Tasa de
Desempleo son principalmente explicados por los rendimientos de los dos meses pasados de la
Produccion Industrial. Por ejemplo, si los rendimientos de los dos meses pasados de la Produccion
Industrial son negativos implica que los rendimientos de la Tasa de Desempleo aumentarian. Por
otro lado, si los rendimientos de los dos meses pasados de la Produccién Industrial son positivos
implica que los rendimientos de la Tasa de Desempleo disminuirian.

Los coeficientes de los dos rendimientos pasados del indice SP500 son negativos y en
valor absoluto decrece su valor a medida que el orden de los regazos aumenta. Esto quiere decir
que los rendimientos de la Tasa de Desempleo son explicados con menor fuerza por los
rendimientos de los dos meses pasados del indice SP500. Por ejemplo, si los rendimientos de los
dos meses pasados del indice SP500 son negativos los rendimientos de la Tasa de Desempleo
aumentarian lo que significa que la Tasa de Desempleo aumentaria. Por otro lado, si los
rendimientos de los dos meses pasados del indice SP500 son positivos los rendimientos de la Tasa
de Desempleo disminuirian lo que significa que la Tasa de Desempleo disminuiria.
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Figura 5
Histograma de 43,,. La linea vertical azul es el cero y la linea vertical roja es la media.
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Fuente: Elaboracién propia.

Conclusiones

En este articulo se propuso un modelo VAR-MSV para modelar series de tiempo
multivariadas. Se us6 una metodologia bayesiana para estimar los parametros del modelo. La
volatilidad estocéastica multivariada es configurada de tal manera que las observaciones en el mes
de actual son correlacionadas con la volatilidad del mes siguiente. Los datos simulados reflejan lo
preciso que es el método para estimar los parametros, esto se debe en parte a que el muestreador
de multi-move propuesto por Ishihara & Omori, 2012 captura muy bien la volatilidad.

Los graficos de convergencia de v, y A*3; muestran que las trayectorias de las cadenas
exhiben el mismo comportamiento a través de las iteraciones indicando convergencia. Los demas
elementos del término intercepcion y las matrices de coeficientes muestran los mismos
comportamientos de convergencia. Por otro lado, el grafico de la funcion de autocorrelacién del
elemento A*;; muestra poca correlacion. Los demas elementos de las matrices de coeficientes
muestran el mismo comportamiento. A diferencia de los elementos de las matrices de coeficientes,
el grafico de la funcion de autocorrelacion de v, alcanza su maximo en 0.228. Ademas, decrece
lentamente mostrando la alta dependencia de valores pasados. Esto puede ser debido a la priori de
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Litterman, ya que las varianzas priori son infinitas para los términos de intercepcion, reflejando
que no se tiene ninguna conjetura a priori para estos coeficientes.

Se aplicd el modelo a series macroeconomicas clave para los Estados Unidos: Produccion
Industrial, Tasa de Desempleo y agregamos el indice de rendimiento del mercado de valores
SP500. Los rendimientos de las variables macroeconomicas muestran dependencia de valores
pasados de sus propios rendimientos como de los rendimientos del indice del mercado de valores
SP500 por lo que estos resultados afiaden evidencia empirica de que las variables financieras
afectan las variables macroeconémicas. Ademas, se encontrd que la produccion de los sectores
industriales del siguiente mes reaccionara a disminuciones en la produccion del mes actual y a
aumentos en los la Tasa de Desempleo en el mes actual.

El grafico temporal de la evolucion de la volatilidad para la Produccion Industrial muestra
que antes de 1985 y en 2007-2010 existia una mayor volatilidad que en los afios 1985-2006, como
lo sugiere la literatura. Por otro lado, el grafico temporal de la evolucion de la volatilidad para la
Tasa de Desempleo parece ir decreciendo lentamente hasta el afio 1970 y parece mantenerse baja
en 1984-2019. Por dltimo, el grafico temporal de la evolucion de la volatilidad del indice SP500
muestra que hay periodos donde: La volatilidad estimada es muy alta, la volatilidad es
aproximadamente igual a 1 por lo que no hay volatilidad y periodos donde la volatilidad es inferior
a 1 indicando poco movimiento en los mercados financieros.
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